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TEMA 7

Dinamica d'un sistema de particules.
Moment lineal i Moment angular.
Principis de Conservacio.
Energia d'un sistema de particules.

Relacié Treball-Energia

7.1 Dinamica d'un sistema de particules

7.1.1Centre de masses

7.1.2 Moment d'un sistema de particules
7.1.3Moviment del centre de masses
7.1.4.Conservacié del moment

7.2 Moment angular. Moment extern total. Conservaeibmoment

7.2.1Relacio entre el Moment angular i el Moment exteial
7.2.2 Conservacio del moment angular

7.3 Relaci6 Treball-Energia

7.3.1.Energia Cinética i treball
7.3.2 Energia Potencial. Conservacio de I'energia

7.4 Moviment relatiu al centre de massa

7.4.1El moment lineal respecte del centre de masseslés

7.4.2 El moment angular total és igual al moment angrdapecte el centre de
massa mes el moment angular del propi centre dsasas

7.4.3 L'energia cinética total descomposa com a sumdedergia cinética
respecte del centre de masses més I'energia eieticentre de masses.

7.4.4 El moment extern total amb respecte al centre deses és igual a la
variacio en el temps del moment angular respedteetidére de masses.

7.5.Xocs
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Dinamica d'un sistema de particules. Moment lineaMoment angular.
Principis de Conservacié. Energia d'un sistema darficules. Relacié
Treball-Energia.

7.1 Dinamica d'un sistema de particules

La dinamica de la particula descriu el movimenhdbjecte que pot ser tractat
com una particula o massa puntual. En molts casasi¢s els objectes amb els quals
hem de tractar poden considerar-se com una cablecsistema de particules. Aquests
sistemes sGn anomenats discrets o continus segl@ssparticules poden considerar-se
separades o no. En molts casos practics un sistésoeet amb un gran nombre de
particules es podra tractar com un sistema cornitimersament, un sistema continu pot
tractar-se com un sistema discret amb un gran reyrpbro finit, de particules.

7.1.1Centre de masses

Siguinry, ra,... Iy els vectors de posicio d'un sistema de N pargcdéemasses
my, M,...,My respectivament. El centre de massa és defineixedgmnt C que té per
vector de posicio:

+ +...+ N
rC:mlrl my,+...+my =i2mn
m+m,+...+my M =

N
on M :Zm és la massa total del sistema. Per sistemes centiauparticules que
i=1

ocupen una regi® de I'espai en el qual la densitat ggsel centre de masses pot
expressar-se com:

IR prdv
re="t——=(%Ye %)
C J‘R pdV C
dv dv dVv
M :IR pdV X :—J‘R Ii/lx Ye :—J‘R /:/Iy Z. :—IR f/lz

En la practica, per passar de sistemes discremntinus és correcte canviar
sumatoris per integrals. Tot el que farem a coatiiy doncs, ho escriurem per
sistemes discrets.
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7.1.2 Moment d'un sistema de particules

El moment total d'un sistema de particules es digficom:

N N d (1 .
p=2.mv, =) mf, =M E(WZM =M
i=1 i=1 i=1

| veiem que es pot escriure com la massa totdbpezlocitat del centre de masses.

7.1.3Moviment del centre de masses

Sigui F; la forca externa resultant sobre la particulasigui Fj la for¢a interna
deguda a la particula j. La segona llei de Newpiitada a la particula i ens déna que:

N 2
F +ZFij :%=d—(mfi)

La tercera llei de Newton diu que=-F; per tant el doble sumatori esdevé zero.
Definint F com la suma de les forces externes i recordadefmicio de centre de
masses:

1 N
F=)F rC:MZmri
i i=1

arribem a que:

Aix0 vol dir que el centre de masses es mou cam &ttués la resultant de totes
les forces externes que actuen sobre cada particreell hi estés concentrada tota la
massa del sistema.

7.1.4 Conservacio del moment

Si F=0 aleshores:

N
p =) mv, =constan
i=1
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Per tant si la suma de forces externes és nulahales, el moment total roman
constant, és a dir, es conserva. En aquestes eomgli@l centre de masses és mou a
velocitat constant o roman en repos.

7.2.Moment anqular. Moment extern total. Conservaeitngdoment

7.2.1Relacio entre el Moment anqular i el Moment extetnl

Es defineix el moment angular d'un sistema de qdes respecte I'origen O d'un
sistema de coordenades com:

L :ZN:ri 0,
=

El moment del sistema produit per forces extersateéinira analogament com:

Sabem qué&; verifica:

- dp, _d?
= =1 =
' JZ; Todt dtZ(m )
Fent el producte vectorial:
N dir. )
o+ S, = P
j=1 dt

on hem utilitzat que la derivada deesta en la mateixa direcci6 que el moment. Si
sumem per totes les particules:

N

Do xF, +ZN:ZN:ri xF; :%[Z:rim ij

i=1 i=1 j=1

En el doble sumatori, per cada terme ij existeiXerme ji. Si escrivim una parella de
termes i utilitzem la tercera llei de Newton, podesariure:

riXFij +rj><F].i:(ri—r J)>F

1

Si suposem que les forces d'interaccié entre ledcpkes son forces centrals, les
parelles de termes s'anul-len. Aleshores arribem a:
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i=1
m=db
dt

Per tant, si les forces d'interaccio entre lesi@ads son forces centrals, aleshores la
variacié del moment angular del sistema respedteedgps és igual al moment total
produit per les forces externes.

7.2.2.Conservacio del moment angular

SiM=0 aleshores:

N
L =>r, %, =constan

i=1

Si el moment extern resultant és zero el momentlangotal roman constant, é€s a dir,
es conserva.

7.3 Relaci6 Treball-Energia

7.3.1.Energia Cineética i treball

L'energia cinetica d'un sistema de particules ésabe com:
N
T=23 my
273

La unitat de mesura és el Joule.fSés la forca total (externes + internes) que actua

sobre la particula i, aleshores el treball realitzat per a palssmtema des d'un estat 1
fins a un estat 2 és:

N 2
W, = ZL F.dr;
i=1
Anem a veure que aquest treball correspon a la variga@rgia cinetica. La segona
llei de Newton aplicada a la particula i es pot escriure com:
d d, .
F+2 F :a(mri)

j=1

Multiplicant a dues bandes per la velocitat:
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F [, +ZF”m —;'t(mr')mi
1d -2
Eﬂ+ZF”m 20|t(mr)

Si sumem per tot i, i a més integrem des defirs a t=t trobarem que:

zj Fmdt+ZZjF T, dt Z jtz ( 7ot

Utilitzant querdt =d i els simbols 1 i 2 per denotar les possicions del sistemisen e
tempstity

zj Fod+YY [°F, b= 1§L1%(m-iz)dt

i=1 j=1 i=

El treball i I'energia cinetica es mesuraran en les mateixes ueltdtaile.

7.3.2.Energia Potencial. Conservacié de I'energia

Diem que una forck és conservativa quan es pot escriure com el gradiert d'un
funci6 que anomenem energia potencial. Aix0 ens assegera! treball que hem de
fer (fent una forcd ) quan portem una particula des d'una possicio 1 fimga gaossicio
2 contra la forcé és:

W, ,=[ Fdr=-[Fd, =[OV, =V,-V,

és la diferéncia dels valors de la funcié energia potenoial® punts inicial i final.
Fixem-nos doncs que V és una energia lligada a la pos#ci@d particula. De la
definicé veiem que tant el treball com I'energia potencial tintisumateixes unitats, el
Joule.

Si les forces que actuen sobre les particules, tant lemexteom les internes

sén conservatives, aleshores es poden escriure coradeergs de funcions energia
potencial:

ij i ij i i

Utilitzant aquestes expressions i fixant-nos en guésvuna funcio de 6 variables, és a
dir, )V, ldr; + 0,V [dr ; =dV; arribem a:

Eduard Carcolé i Carrubé Fisica i Quimica. Tema 7 Pagina 6



Eduard Carcolé i Carrubé  Fisica i Quimica. Tema 7 Pagina 7

Si definim:
V, :ZN:V_(l)J,l ; ZN:(V(”) V, ZV<2)+ Zz(\/m)
' i=1 I 2 j=1i=1 J li=

on Vi i V, sbn les energies potencials totals del sistema en la situaci@ 1
respectivament. Substituint:

T,+V,=T,+V,=E

on E s'anomena energia total del sistema i veiem que ésgjuamditat que roman
constant en qualsevol canvi del sistema. Per tant en geserialra:

E=T+V

Aquesta expressio vol dir que I'energia deguda al movimeria particula (energia
cinetica) més l'energia deguda a la possicio de la parteaulan camp de forces
(energia potencial es manté constant. Per tant si una ataghaéira haura de disminuir
i a linversa. Aquesta igualtat rep el nom de teorema derlaecvacio de I'energia
mecanica.

7.4 Moviment relatiu al centre de massa

7.4.1El moment lineal respecte del centre de masses és nul

Les coordenades del centre de masses son:
1 N
o =3y 2
Si prenem com a nou sistema d'eixos coordenats un siatelmarigen a C, aleshores:
1 N
— ri'=0
Y Z mr,

Si derivem respecte del temps:

r_iN :
2

i=1

Per tant respecte del centre de masses el moment lineabés ze
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7.4.2 El moment angular total és igual al moment anqular respectngk de massa
més el moment angular del propi centre de masses

La relacié entre el vector de posici¢ d'una particula respecte d'un sistema de
referencia i la posicié;' respecte del centre de masses ve donada per:

ro=reH/
Si derivem respecte del temps:

— ]
Vi _VC+Vi

Utilitzant aquestes igualtats en I'expressio del moment angular:

L ZZ(I‘CH i,)x(m/ ctP :):

i=1
N N N
L=DreXmy e+ 3T D4 ox3p 4309 ¢
i=1 i=1 i=1 i=1

N
L=rcopc+drp]

i=1

Per tant el moment angular es pot escriure com el momeumbanig| centre de masses
més el moment angular respecte del centre de masses.

7.4.3L'energia cinética total descomposa com a suma de |'em@mgisca respecte del
centre de masses més l'energia cinética del centre desnass

Analogament, utilitzant les expressions anteriors i substituint:

_1y
EC_Z; Vi
_ l N 1\2 _ l N 2 1 N 12 & 1
Ec__z (VC+Vi) __zmvc +_vai +Vc DZmVi
2 i=1 2 i=1 2 i=1 i=1
N N

1 1 :
Ec ZEZ VCZZ +E;mvi2

i=1

per tant I'energia cinética es pot escriure coneiga cinética del centre de masses més
I'energia cinética respecte del centre de masses.

7.4.4El moment extern total amb respecte al centre agsas és igual a la variacié en
el temps del moment angular respecte del centneadses.

La demostracio és analoga a la de l'apartat 7.1.5.

Eduard Carcolé i Carrubé  Fisica i Quimica. Tema 7 Pagina 8



Eduard Carcolé i Carrubé  Fisica i Quimica. Tema 7 Pagina 9

7.5.Xocs

Una aplicacié6 important de la conservaciéo del muiede l'energia és la
descripcio dels xocs. Anem a suposar Xocs en uneartdiio.

Suposem que dues masses m, que es mouen sobre la mateixa recta xoquen.
Anem a determinar les velocitats després del x6¢ w' en funcié de les velocitats
inicials v i va.
El moment abans del xoc sera:
p=my,+my,
Per analitzar que passa durant el xoc és molt coevesituar-se sobre un sistema

inercial en el que p=0, és a dir, sobre el cenrandsses. Suposem que ens situem
sobre un sistema que es mou a una velocitat:

V = my, +my,
m+m,

respecte a aquest nou sistema de referencia lesite¢d de les dues masses es poden
escriure:

_myv,+my, — m, (V1 _Vz)

u=v,-V=y

rnl+m2 m1+m2
v, + my V,—V
UZ:VZ_V:VZ_mll 22:ml(2 )
m+m2 m1+m2

Es comprova facilment que respecte d'aquest sistemaferéncia el moment és nul:
p\/ = mul+m2U2:O

En el moment del xoc, si el moment s'ha de consgpaasi el que passi, fixem-
nos que l'tnica possibilitat és que:

U, = —€u,
u, = —€u,

on € és l'anomenat coeficient de restitucio. Es potuavaexperimentalment i pren
valors entre 0 i 1. La conservacio de I'energiackagjue el maxim valor deés 1. El
minim és zero per que l'energia cinética es pastoimar en d'altres tipus d'energia. Si

e=1 diem que el xoc és elastic (les masses consé&geseves velocitats) i sF0 diem
gue el xoc és totalment inelastic (les masses quediees i en repos).

Eduard Carcolé i Carrubé  Fisica i Quimica. Tema 7 Pagina 9



Eduard Carcolé i Carrubé  Fisica i Quimica. Tema 7 Pagina 10

Si tornem al sistema de referéncia inicial trobalesn/elocitats:

Vo =up+V = —gu +V = —¢(v, =V ) +V = —gv +(1+€)V
V, =U,+V =—gu,+V =-g(v,-V)+V = —gv,+(1+ &)V

Substituint el valor de V trobem que:

g(v,~v;)  V,=V+ ™

V=V
m +m, m +m,

Per un xoc totalment inelastes0 tindrem:

V=V, =V

Per un xoc elastie=1:

\/_2n12v2+(rr11—m2)v1 y _2my +(m,~m)v,
17 2=
m +m, m +m,

Aqui podem considerar uns quants casos particulars:

V) Si my=m, i v,=0 aleshores:

és a dir, si dues masses iguals xoquen, i unaa@s@sria, aleshores s'intercanvien els
moments.

V) Si my<<my i vo=0 aleshores:

és a dir, que si una particula de massa petitactapantra una massa molt gran, la
particula "rebota".

Vi) Si my=my:

Si les masses son iguals les particules simplemmigntanvien les seves velocitats.
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