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TEMA 6

Moviment de Rotacié d'una particula.
Cinematica i Dinamica.
Conservacié del moment angular.

Aplicacié al moviment dels astres.
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6.4 Aplicacié al moviment dels astres
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6

Moviment de Rotaci6 d'una particula. Cinematica i EAmica.
Conservacié del moment angular. Aplicacio al movimelels astres.

6.1 Moviment de Rotacié d'una particula

6.1.1Cinematica

Es diu que una particula té un moviment de rotgogn descriu una trajectoria
circular centrada sobre I'eix i continguda en unrarmal a I'eix. Agafem un sistema de
coordenades de tal manera que l'origen O estigulimgut en I'eix de rotacié que
suposarem fix.

La velocitatv d'un punt P del solid sera tangent a la circumigee Per tant
escriurem:

vV =Ve
El modul de la velocitat és la rapidesa:

_ds_ _do

a Pa

onp és la distancia de P a I'eix de rotacio i hemtzail que ds d0 amb l'angle en

radians. La variacié de l'angle respecte del terepsel nom de velocitat angular.
Podem escriure aleshores:

V=awp
La unitat de velocitat angular és el rad/s. Dedimrara el vector velocitat angular. El
vector velocitat angulam tindra com a modub i com a direccié la de I'eix de rotacio.
El sentit vindra donat per la regla de la ma drigsariurem:
w=awe
one és un vector unitari en la direccio de I'eix.
Anem a relacionar (el vector posicio de P), la velocitat w. Fixem-nos que

és perpendicular & i a r. Primer buscarem una relacié entre els vectortanusi
Escrivim:

singe, =(ex e)
on ¢ és l'angle format pels vectars w. Multiplicant perwr a dues bandes obtenim:

V = Xr
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donat quev=wpo =arsing .

Si derivem respecte del temps i suposem que leixothcié no canvia en el
temps trobarem l'acceleracio:

dw
a=—Xr+@XV

dt
a=axr+wx(wxr)

ona, l'acceleracié angular ve donada per:

La unitat d'acceleracié angular és radiacceleracié descomposa com la suma de dos
termes, un tangent a la trajectoriaial‘altre normal a la trajectoria, anomenada
acceleracio centripeta:a

a=a +a,
at =QAaXr
a, = wx(wxr)

6.1.2Forces necessaries per produir un moviment circula

De l'expressié anterior en treiem unes guanteslgsions. La primera, quina forca
caldra fer per mantenir una particula en rotaciigem la segona llei de Newton:

F=F +F,
F, =maxr
F, = mox (wxr)
)] Si volem mantenir un moviment de rotacié ambcte necessitem una forca

normal a la trajectoria de la particula, forca glaomena forca centripeta. El
modul d'aquesta for¢a sera:

2
F =mw’p=m—

i) Si l'acceleracio angular és nula, és, perque, a anées, hi ha una forca
tangencial aplicada sobre la particula:

F, =mop =ma,
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6.1.3Equacions del moviment circular uniformement aecxHil

Si les forces, tant la centripeta com la tangersdal constants, resulta senzill
trobar les equacions del moviment. Si coneixemelaartat angular o I'acceleracio en
funcié del temps o de l'angiés possible trobar les equacions del movimentc&el
particular en quea=aop=cte, podem integrar i trobar facilment les equasialel
moviment. Com que l'acceleracio és constant, pcesmiure:

w t
I dw=a _[ dt
W %)
Integrant trobarem la relacio ents a:
w=w,+at-t,)

Utilitzant quew=d6/dt podem escriure:
g t t
jﬁo dg = Lo awydt + Loa(t —~t,)dt

Integrant trobarem en funcié del temps:
1 2
0 =6, + w,(t —t,) +Ea(t ~to)

Si aillem el temps en I'equacié que relaciaremb t i substituim a I'Gltima equacio:

(t_to):w_wo
_ w-w, 1 a)—a)02
0=6,+w, +=—a

2 a
g_eozaxoo—w§+1w2—2a)cuo+a)§

a 2 a
a(6-6,) :%(wz —a)g)

o’ -} =2a(6-6,)

trobem finalment I'equacio que relaciona la velddingular amb I'angle recorregut.
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6.2 Moment d'una forca. Moment angular

Considerem una forgl que actua sobre una particula localitzada en ah Pu
de l'espai i un sistema de referencia amb origen punt O. Es defineix el momelt
corresponent a la forch respecte del punt O com el producte vectorial vegitor
posicié de la particula= OP pel vectoF:

i

-
M

M =r xF

Aixo vol dir que el momenM és perpendicular al pla que contéF i el seu
sentit es determina segons la regla del cargohdelul vindra donat per:

|M|:rFsin¢9: Fd

on d és la distancia de la recta definida per puat O i s'anomena bra¢ de la forca
respecte del punt O. Les unitats de moment son N.m.

El moment angular o cinetlc respecte del punt O d'una particula de massa m i
la velocitatv (i per tant amb un momeptmv) es defineix com:

L=r>
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El modul del moment angular es pot escriure com:
IL|=rpsind = pd
on d és el bra¢ del moment angular. La unitat dmemt angular és el kg#¥s.
ﬁ >
L

[

9] ->
I >
mv

P

En el cas particular d'un moviment de rotacio régettoria esta continguda en
un pla. Si situem el sistema de referencia ambeorgpbre el pla de |'orbitayxr=0,
podem escriure:

V = WX
L=r>
L =nr x(wx )
L =m( D)o-m(wd)

L =mr’w
En aquest cas particularté la mateixa direccio que.

Anem a veure ara com vatiaen el temps:

— =—(rx
dt dt( p)
d_L:iXp )(3
dt dt dt
d
dt

Acabem de deduir, doncs que la variacié temporaimgnent angular d'una particula
és igual al moment de la for¢a que actua sobrestaperticula.
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6.3 Impulsié. Conservacié del moment angular

Si en l'expressié anterior considerem el canvi dement angular que es
produira en un dt podrem escriure:

dL =M dt

El canvi total de moment angular en un cattsera:
ty

AL =|['Mdt=M
to

onM és coneix amb el nom d'impulsié angular. Per leantariacié del moment angular
ve donada per la impulsié del moment de la forca.

Si el moment aplicat a una particula és z&fe0, aleshores la variacié del
moment angular és nula i per tant es mantindratannsPer teniM=0 hi ha més d'una
possibilitat:

) Podem teniF=0. En aquest cas tindrem que:

L =mrvsind = mvd

com que la velocitat s’ha de mantenir constarambé ho sera.

i) La particula pot estar sotmesa a una forga celnaaquest cas la forca s'escriu
com:

F=f(r)r
Si calculemM resulta que:
M=rxF =f(r)f > )=0

Per tant en aquest cas el moment angular es canserv
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6.4 Aplicacié al moviment dels astres

La forga gravitacional és una forgca central, &iraF ||r (hem escollit com a

origen del sistema de coordenades el punt O omgela forca). Per tant el moment
produit per la for¢a gravitacional =0 i el moment anguldr=cte. Aix0 té un seguit
de consequencies importants.

) El moviment es realitza sobre una trajectoria pladbam queM=0 podem
escriure:
rxﬂzo
dt

Aquesta igualtat es pot reescriure:

%(rxv):o

Integrant trobem que:
rxv =h

onh és un vector constant. Si fem el producte escalar pelues bandes arribem a que:
rifh =0

Per tantr és perpendicular al vector constanit per tant el moviment esta confinat en

un pla perpendicularia Com que hem escollitamb origen a O el pla inclou el centre
de forga (punt on s'origina la forga gravitacional).

i) Si considerem un dt, la particula escombra una area dpeada
.-_).
L
-).
dS
> >
r+dr
dr
ds=Lrxar
2

Aleshores, I'area escombrada per unitat de temps, esqoofre, com:
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dSs 1 dr L
L., 0r_

d 2 d 2m

Per tant, la velocitat areolar és constant, és a dir, el rattinescombra arees iguals en
temps iguals. Quan un planeta es troba més a prop des Swbga més rapid i quan
esta més allunyat es moura a poc a poc. Aquest fet conskitisegona llei de Kepler.
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