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4

Cinematica. Elements per a la descripcié del mourmeMoviments
d'especial interés. Metodes per a l'estudi expenntat del moviment.

4.1.Cinematica

La Cinematica és la part de la mecanica que dekcgeometria del moviment,
sense tenir en compte les causes que el provoquen.

Per al desenvolupament de la mecanica classicaessuyposa que l'espai és
euclidia i tridimensional i que el temps és absadsta dir, és el mateix per a tots els
punts de l'espai.

Tractarem el moviment dels cossos com si fossirtspunaterialsDes d'un punt
de vista practic aixd voldra dir que assumim gue dénensions de l'objecte son
menyspreables front a les caracteristiques dejkectoria. Per exemple quan es descriu
el moviment de la Terra al voltant del Sol es pangre la Terra com una particufa.
més, hi ha un teorema de la mecanica que assegeiel gentre de masses de qualsevol
objecte es mou com si en ell estés concentraddaataassa de I'objecte, per la qual
cosa la validesa d'aquest tractament és molt defertadiarem també el moviment de
rotacié d'un solid Finalment estudiarem un moviment general, que senegr pot
entendre com la suma de rotacio i translacio.

4.2 Elements per a la descripcié del moviment

4.2.1Sistema de referéncia.

Estudiar el moviment d'un cos vol dir determinarplosicié d'aquest cos en
funcié del temps. Per a poder fer aixd necessitansisiema de referéncia. A I'espai
euclidiaun sistema de referencia queda determinat ambtemaaeat punt Qanomenat
origen i una base de 3 vectors unitaris i ortogoalke defineixen les tres direccions a
I'espai d'un sistema d'eixos cartesians anomenats X. Per a cada eix tindrem un
vector unitari paral-lel a l'eix: eix X, eix Y: |, eix Z: k. Aquests tres vectors
constitueixen una base de I'espai vectorial qukeseix amb I'ajut dels eixos escollits.

La posicié de qualsevol mobil es donara indicant a quin prde l'espai es
troba. Qualsevol punt P de I'espai s'identificand ain vector amb origen a O i final a P.
Aquest vector s'anomenaractor posicia . El vector de posicié s'escriu en funcié de
les seves projeccions sobre els eixos cartesiggz) dels vectors unitaris j K.
D'aquesta manera:

r=x+y+k .
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4.2.2Moviment de la particula

La posicié d'un objecte depén en general del teéga,dir:
r(t) = x(tj +y(t) +z(ty .

D'aixd en diemequacié vectorial del movimenk'extrem del vector(t) descriu una
corba C a l'espai que rep el nom de trajectoridrajactoria és el lloc geometric de les
successives posicions que va ocupant |'objecté sruenoviment.

L'equacio vectorial del movimems pot escriure també especificant per separatiel v
de cada coordenada en funcio del temps:
X = X(t)

y=y(t)
z=2(t)

Aquestes equacions determinen una corba a l'e$patrdjectoria i s'anomenen
equacions parametriques de la trajectdfia el cas que la trajectoria sigui plana, és a
dir, estigui continguda per exemple en el pla xy=(8), es pot eliminar el temps t i
podrem trobar I'equacid de la trajectoria plandoema implicita f(x,y) = 0 o explicita

y=f(x).
4.2.3Velocitat

Considerem una particula que descriu una trajactoirvilinia. En el instant de
temps t la particula esta al punt P assenyalat(peri al temps tAt es situa sobre el

punt Q assenyalat pe(t+At). En passar de P a Q la particula haura recortegatc
de longitudAs. El desplacament de la particula ve donat peloveR@Q = Ar, de
manera que(t+At)= r(t)+Ar. Es defineix aleshores convalocitat mitjanael cocient
entreAr i At:

=5

Fixem-nos que<v> té la mateixa direccid quér i que per tant és secant a la

trajectoria. El valor dew> dependra del valor dat. Per evitar aquest inconvenient, és
defineix la velocitat en un instant de temps ddnah un punt P com el limit de la
velocitat mitjana perAt—O0, és a dir, la derivada del vector de posicio eetp del
temps:
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En el pas al limit, el vectaresdevé un vector tangent a la traject@®ex. fer-ho evident
en I'expressio de la velocitat, podem calculaimeitlde la segiient manera:

Conforme Q s'aproxima a P, el modul Ale s'aproxima a\s. Per tanel primer factor

representa un vector unitari tangent a la trajec®ri el segon factor, que és escalar
representa la celeritat, és a dir, el modul deslacitat v

vV =Ve,

En coordenades cartesianes, i tenint en compteetpievectorsi, j, k sén
constants podem escriure:

—dr—dxi+ﬂj+§k
d dt dt° dt

és a dir, que els components del vector veloc#tgioglen escriure com:

X vV, =—
dt dt dt

i el modul de la velocitat és

v=§:4/vf+v§+v22

4.2.4Acceleraci6

El vector velocitat, al llarg de la trajectorianird canviant de modul i de
direccio. lgual que abans podem calcular la vaside velocitat entre dos punts P i Q i
definir una acceleracié mitjana com el cocient:

@)=

<a> és un vector paral-lel Av. L'acceleracié en un determinat instant de tengs e
defineix pel pas al limit quafAt—0:

Av dv
m _

L'acceleraci@ és un vector en la direccio en la que canvia lacitat.
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Si agafem els vectors velocitat al llarg de lae#jria i els dibuixem amb un
origen comu, els extrems dels vectors velocitaténei@en una corba anomenada
hodografal'acceleracié ha de ser tangent a la hododddda mateixa manera que la
velocitat ha de ser tangent a la trajectonN@iem aleshores que si la particula descriu
un moviment circular a velocitat constait hodografa és també circulaper tant
I'acceleracio és perpendicular a la velocitat ireda trajectoria real assenyala el centre
de la circumferenciéSi la trajectoria és rectilinia aleshores la hodtaytambé ho sera i
el vector acceleracio sera paral-lel a la velacitat

Anem a calcular les components del vector acceterdén coordenades
cartesianes podem calcular directament la derivada:

_dv_dv, . dv,. dy,
a=—=—"2i+—=j+—=2k
dt  dt dt dt

I les components es poden escriure:

_av, _av, dv
a = a,=—r a,
dt at dt

i el modul de I'acceleracio:

— 2 2 2
a=,a +a,+a;

Anem a escriure ara lesmponents intrinsequegl vector velocitat. Sabem que
el vector velocitat és tangent a la trajectoriae ! podem escriure com:

V= Ve
Per trobar I'acceleracio derivem respecte del temps

_av de,
a=—e+v—=
dt dt

Si la trajectoria fos rectilinia el segon termdaseero. Anem a calcular la derivadasgle
respecte del temps. Primer de tot és facil demogjtee la derivada ha d'ésser
perpendicular &:

2
ef=1:>%=0:>q927?=0

La direccié de la derivada ha d'estar en la diteeri la que varia el vector
velocitat, per tant assenyala cap a la banda candava trajectoriaConsiderem dos
punts P i P' sobre la trajectoria separats persutsdbre aquests punts podem dibuixar
les normals. Les normals es tallaran en un pumtdhanat centre de curvatura i formen

entre si un angle@ La longitud PC = rep el nom de radi de curvatura. Com que
I'angle entre €P) i g(P’) coincideix amb @, aleshores podem escriure:
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|de|=|g|do=d6
ds= pd@
‘det‘ :%ds
Dividint per dt:
de|_1ds_v
dt | p dt - Yo,

Si anomenem qeal vector unitari en direccié a la normal i sem#p al centre de
curvatura, podem escriure:

I substituint a I'expressié de I'acceleracié arebaa:

2

v v
TR

Veiem, doncs quel vector acceleracié es pot descomposar en dopawnts una
acceleracio tangencial a la trajectasjadeguda a la variacié del modul de la velocitat
amb el temps una acceleracié normal a la trajectosiadeguda a la variacié de la
direccio de la velocitaEls moduls d'aquestes components venen donades per

AoV
a=g A,

El modul de l'acceleracio es pot escriure com:

4.3 Moviments d'especial interés

4.3.1 Moviment uniformement accelerat

Un moviment rep el nom d'uniformement acceleraanga = cte. Integrant
I'equacio diferencial segiient trobarem la dependétela velocitat amb el temps:

_=a
dt °

V=V, +ay(t-t,)

onVvg és la velocitat inicial per tst
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Per determinar(t) utilitzem el resultat anterior i integrem urralcop:
dr
it +a,(t-t,)

F=rg+v O(t—to)+%ao(t—t0)2

onry €s la posicio inicial per t s.tObservant les equacions veiem que:

) El moviment de la particula queda restringit al péirdt pels vectorsy i a. |
que passa per un punt de l'espai assenyalatopéfequacid de la trajectoria
correspon a unparabola

1)) Sivo i a tenen la mateixa direccio el moviment és rectilini.

iii) Si la velocitat inicial és nula la trajectoria éstilinia en la direccio dex.

4.3.2Tir parabolic

Anem a aplicar les equacions anteriors a un movieu®it acceleracié constant,
el llancament d'un objecte a la superficie terre§toen a hipotesis, suposarem que és
menyspreable la curvatura de la superficie de fa,tgue el projectil no s'eleva prou
com per notar una disminuci6 de l'acceleracio dedaegat i quéda resistencia de l'aire
€s menyspreahle

Situem el nostre sistema de referencia en el pafiadcament i I'eix X paral-lel
a la superficie terrestre. Aleshores:

0 Vv, co¥ 0
r,=|0 V,=| V,SIing a,=|-o9
0 0 0
Substituint a les equacions anteriors:
Vv, cosd X v, cog
v =|V,sind-gt r=|y|=|v,sindl-3gt?
0 z 0

Si eliminem el temps t de I'equacié del moviment areibaa:

(=X
Vv, Ccosf
1 X
=tand X-=g————
y ngO cos 8

I'equacioé de la trajectoria.

D'aquestes equacions es pot extreure totes lastedstiques d'aquest tipus de
moviment:
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Alcada maxima

L'algada maxima es produeix qugr=0. Per tant tindrem:

_V,sing _Visin® _ V¢ sirfd

t
" g 29 " 29

Es obvi que 'algada més gran es produiréBpe0°.

Abast, temps de vol

Anomenem temps de vol al temps que triga el projentiamibar al terra, i abast la
longitud total recorreguda. El projectil arribaedra quan y=0. Per tant:

2v, sind V; sin@
ta S — Xa e — a
g g
Observem quet 2t, i que %= 2%, El maxim abast es produeix gk 45° i fixem-nos
gue peB = 45°+ a l'abast és el mateix independentment del signedéslabast per
un determinat angle és el mateix que pel seu complament

4.4 Moviment de rotacio al voltant d'un eix fix

4.4.1Calcul de la velocitat i I'acceleracio

Un solid rigid és un solid a on totes les partigugjee el composen mantenen una
posicio relativa constant. Es diu que un soliddrig un moviment de rotacié al voltant
d'un eix quan tots els seus punts descriuen toajestcirculars centrades sobre l'eix i
contingudes en plans normals a I'eix. Agafem unmeistde coordenades de tal manera
gue l'origen O estigui contingut en I'eix de radac

La velocitatv d'un punt P del solid sera tangent a la circumfgaerPer tant
escriurem:

vV =Ve

El modul de la velocitat és la rapidesa:

on r és la distancia de P a I'eix de rotaci6 i heilitzat que ds = rél amb l'angle en
radians. La variacié de l'angle respecte del terepset nom de velocitat angular.
Podem escriure aleshores:
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V=axr
La introduccié de concepte de velocitat angulgogamental, degut a que tots els punts
del solid rigid comparteixen la mateixa velocitat@ag Aixi doncs la velocitat angular
caracteritza el moviment de rotaci@efinirem ara el vector velocitat angul&i. vector

velocitat angulaw tindra com a modub i com a direccio la de I'eix de rotackf. sentit
vindra donat per la regla de la ma dr&scriurem:

w=aoe
one és un vector unitari en la direccio de I'eix.

Resulta senzill relacionar (el vector posicié de P), la velocitati w, doncs
fixem-nos quer és perpendicular@i ar :

V = WXr

Si derivem respecte del temps trobarem l'acceleracio:

dw
a=—Xr+wxv
dt
a=oxr+wx(wxr)
Suposant que l'eix de rotaci6 manté una direcciéstamt, aleshores l'acceleracio

descomposa com la suma de dos teymnesangent a la trajectoriaid’altre normal a la
trajectoria, anomenada acceleracio centripeta a

a=a+3g,
a, =axr
a, = wx(wxr)

4.4.2 Equacions del moviment en termesulea

Si coneixem la velocitat angular o I'acceleracidwemtio del temps o de l'angle
0 és possible trobar les equacions del moviment. &elparticular en qué=a,=cte,
podem integrar i trobar facilment les equacions daliment:

w=w,ta(t-t,)

0= 90 +wo(t _to) +%a(t _t0)2
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4.5 Canvis de sistema de referéncia. Cinematica en sistdmreferéncia no inercials

4.5.1Canvis de sistema de referéncia

Suposem que en un sistema fix F s'observa un mohiogiment del qual ve
descrit pel vector de posicr@. Un altre sistema de referencia, I'origen del qualasat
a l'extrem del vectoR, observa també el mobil amb les seves propies coatdenda
posicié vindra donada pel vectqy. La relacio entre els tres vectors vindra donada per:

re =R, +ry,

Derivant respecte del temps trobarem la relacié entnelesitats i les acceleracions
mesurades en tots dos sistemes:

Ve =V, +v,,
a. =A,+a,

4.5.2Sistema de referéncia no inercial. Sistemes en rotacid

Agafem un sistema de referencia F amb l'origen sobpunnhde I'eix de rotacio
I un altre sistema de referencia mobil M, amb el matdgeaq, pero que gira solidari
amb el solid rigidSuposem que l'eix de rotacio passa per l'origdeshores:

dr
dt

o

=—| +owxr
ot

M

Siguin D-i Dy els operadors derivades respecte del temps respéststema F i el M.
Podem escriure aleshores:

DF = DM + WX
Per determinar 'acceleracié haurem d'aplicar I'operaglduBs vegades:
D; (Der) =(Dy, +@x)(D,r +wx )
DZr =D,, (Dyf +wx )+wx (D +wx )
DZr =DZr +D,, (X ) +wx (D, )+ wx(wx )

DZr = Dir +(Dy @)X +wx(Dyf ) +wx(Dg )+wx (oK )
DZr =D/r +(D,,w)x +2wx (D, )+ wx (W* )

Finalment podrem escriure:

ar = a, +Z—(:) X1 420XV, +0x (WXr)
M

El segon terme rep el nom d'acceleracié angular. Elsiions termes reben el nom
d'acceleracio de Coriolisd'acceleracié centripeta

Eduard Carcolé i Carrubé  Fisica i Quimica. Tema 4 Pagina 10



Eduard Carcolé i Carrubé Fisica i Quimica. Tema 4 Pagina 11

4.5.3Moviment a la superficie de la terra

A la superficie de la Terra l'acceleracio angular és agrog i per tant es pot
escriure:

a,, =0—2wx V,, —wx (WXr)

L'acceleracio de coriolis és perpendicular a la vedbgsiista des de la superficie de la
Terra i a l'eix de rotacié. Aquesta acceleracié tendicdcs a produir moviments de
rotacié sobre tot el que es mogui sobre la superfieie derra, en particular sobre els
corrents d'aire, que en I'hemisferi nord giraran en shotiri i en I'hemisferi sud
antihorari. Fixem-nos, doncs que aquest terme és elonsable de moltes
caracteristiques dels sistemes climatics sobre la T®irfa. Terra girés a més velocitat
(com en époques remotes) o menor velocitat els cliowds| en les diferents regions
del planeta serien forga diferents. Els avions comercitalmbé han de realitzar
correccions a les seves rutes degut a I'acceleracioridis.

L'acceleracio centrifuga sera menyspreable en lariaaje casos degut a que
depén dev’, que és un nombre molt petit.

4.5.4Sistemes coordenats amb moviment general

Abans hem suposat que tots dos sistemes tenieateix origen. Si l'origen no
es el mateix, suposem aleshores que el v&térorigen en el sistema F i assenyala
I'origen del sistema M. Pel que hem vist abans selbzanvi de sistemes de referéncia
podrem escriure directament:

Ve =V +v, +wxr
dw
a- =A+a, +E XTI +2WXV,, +0x (WXr)

M

4.6 Méetodes per a l'estudi experimental del moviment

4.6.1L'Estroboscopi

L'estroboscopi, conjuntament amb la camera fotogrdticde cinema) és una
eina fonamental per a I'estudi del moviment d'obgcjue es mouen a gran velocitat o
gue realitzen moviments periodics.

L'estroboscopi €s un aparell que produeix un cert noamafegues de llum o
flaixos per unitat de temps. La durada d'aquest flaéosmportant i depén de quin
sistema es faci servir per produir-los. Actualment éssiples produir feixos molt

intensos de llum d'una durada inferior @3 repetir-los més de 5.000 vegades per
segon (1/5000Hz = 208).
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a. Estudi de moviments molt rapids

Quan s'ha d'estudiar el moviment de fenomens queesixen en intervals de
temps molt curts, com el moviment de projectils snelviment de les ales d'un colibri
es fa necessari I's de técniques estroboscopiquesa penregistrament fotografic
d'imatges. El Dr Harold Edgerton en fou el pioner.

Quan es vol prendre una sola imatge d'un esdevenifegemple, lI'impacte
d'una bala contra una poma) cal que la durada del $igixi extremadament curta,
perqué si no la imatge ens sortira moguda. Mitjanehrttesenvolupament del flaix
electronic és possible produir un Unic feix de llunund' durada propera a la
milionesima de segon. D'aquesta manera és poS$singelar" el moviment d'objectes
molt rapids en una Unica imatge fotografica.

Per observar I'evolucié d'un moviment rapid hi ha ghossibilitats:

i) La primera consisteix en fer una unica fotografia, albjdctiu obert i amb un
estroboscopi en funcionament. D'aquesta manera sinhtsuperposicio de les diferents
posicions de l'objecte en funcié del temps. Com lipterval entre flaixos és conegut,
mitjancant I'estudi de la fotografia obtinguda és fssdeterminar la velocitat de
I'objecte (a partir de la distancia sobre la fotografialaes posicions consecutives de
I'objecte) o fins i tot I'acceleracio (a partir de la aeid de la distancia).

i) La segona consisteix en fer-ne una pel-licula ta aklocitat. La camera que
enregistra la pel-licula esta sincronitzada amb umlestcopi. D'aquesta manera es
poden obtenir fins a 5.000 fotogrames per segon.

b. Estudi de moviments periodics

L'estroboscopi és una eina que s'utilitza a la stril per a la inspeccio de
maquines que realitzen moviments periodics, o cooasa particular moviments de
rotacio. De fet, el problema de poder inspeccionar matargecanismes girant a
velocitats elevades va ser el que va portar al Dr Eolgeat desenvolupament de
I'estroboscopi.

L'estroboscopi permet veure un objecte en rotacié coestés parat. Aix0
s'aconsegueix igualant el nombre de flaixos per mahutombre de revolucions per
minut que doni I'objecte. D'aquesta manera esalotilar amb gran precisié la velocitat
de gir i es pot inspeccionar el funcionament de leibjeUn estroboscopi comercial pot

arribar a produir flaixos de 1@s unes 30.000 vegades per minut (500 per segon, un
flaix cada 2ms).

4.6.2Estudi de moviments molt lents o aparentment lents

L'estudi de moviments molt lents es du a terme nggat tecniques fotografiques o
amb cameres CCD. Fotografiant o enregistrant amb valémdtge de I'objecte cada
cert nombre d'hores o dies s'obtenen imatges sueessgile en permeten deduir les
caracteristiques del moviment. Aquesta técnicaitatiper exemple per determinar la
trajectoria d'objectes celestes (cometes, asteroidesds,eetc...) o per visualitzar el

moviment de les flors quan s'obren...
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4.6.3Moviment de particules subatomiques. Cambra de biesbo

Una cambra de bombolles és un dispositiu que pernsulitzar les trajectories
de particules elementals que normalment han estaleaades fins a velocitats properes
alade la llum.

Hi ha molts dissenys, pero el més senzill consistesotmetre hidrogen liquid a
una pressio elevada i a una temperatura lleugeramensgbe de la temperatura
d'ebullicié. La temperatura d'ebullici6 depen deplassio. Si es baixa la pressio
bruscament, també baixa bruscament la temperaturallld€y de manera que
I'hidrogen liquid manté una temperatura que esdepérmr a la d'ebullicio. En aquest
estat, la més minima pertorbacié produeix la formacidasebolles.

Quan una particula elemental amb carrega electrica anla cambra, ionitza
atoms d'hidrogen al llarg de la seva trajectoria. Hectens alliberats perden
rapidament la seva energia xocant amb altres atoma.pkodueix un escalfament petit
pero suficient com per produir bombolles. D'aquesta naaapareixen bombolles als
punts de la trajectoria que ha seguit la particula.dagticules neutres no poden ionitzar
atoms d'hidrogen i per tant no deixen cap rastre.

Les bombolles es poden fotografiar facilment de maneeaagposteriori els
cientifics puguin extreure'n informacié. Per aguest mdtig de les parets de la cambra
son de vidre. Per una banda, s'il-lumina amb un flabent i per l'altre es forma la
imatge amb I'ajut d'una o més cameres.

Normalment es sotmet la cambra de bombolles a up caagnétic molt potent.
D'aquesta manera les particules segueixen trajectireegars o en espiral. Particules
de carrega diferent giren en direccions diferents, i featura depén de l'energia i de la
massa de la particula. D'aquesta manera s'han plegificar i determinar la massa i el
temps de vida de centenars de particules subatomiques
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4.6.4Mesura de velocitats i acceleracions

VELOCIMETRE

E L VELOCIMETRE fa servir engranatges per ESCALA
a indicar la velocitat, L'agulla marca GRADUADA
la velocitat en una escala graduada

i és controlada per un arbre

de transmissié que ddna 3.000
voltes per Km, Un cable larg
uneix arbre ambagulla, perd en
comptes d’accionar-la directament,
fa girar un imant que atrau lagulla
contra la resisténcia d’una molla,

ENGRANATGE
HELICOIDAL

CABLE

EMGRAMNATGE
REDUCTOR COMPTA-

QUILOMETRES

CAIXA
D'ALUMINI

VELOCIMETRE

TRAMSMI5510 DEL
COMPTAQUILOMETRES

ARBRE DE LA
TRANSMISSIO
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L

TIMANT

Alextrem del cable ESCALA
ial'interior d'una caixa GRADUADA
d'alumini, hi ha un imant
que quan el cotxe es mou,
gira. En girar atrau la caixa,
quE NO s pot moure perque
li ho impedeix una molla.
A mesura que el cotxe
accelera, l'imant gira cada
vegada més rapid i la caixa
d'alumini exerceix mes
pressi6 sobrelamollai
que I'agulla, que esta unida
a la caixa, es mogui d'una
banda a I'altra de I'escala
graduada.

e

E—

CAIXA
D'ALUMINI

e e
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3. SISTEMA DE GUIA INERCIAL

DRETA-ESQUERRA

SENSOR

ENDAVANT-ENDARRERE

i ﬁSENSDR AMUNT-AVALL
=l

o= ey = O T =il —iCey, ]

AQUEST SISTEMA Fa servir tres que pot compensar €ls possibles

accelerdmetres per a detectar canvis, El microprocessador

els moviments amunt-avall, també pot utilitzar dades d’altres

endavant-endarrere 1 sensors, com ara d’'un sensor

dreta-esquerra. Els accelerometres de velocitat de l'aire, d'un altimetre
| envien senyals al microprocessador, o d’'un satel-lit de navegacid.
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ACCELEROMETRE

Ty,

CORRENT 35
ALTERN

e ——

BALLESTA

ARMADURA
F
Ii

El corrent altern produeix un camp magnétic al

! voltant de les bobines, Quan l'avié canvia de velocitat o
de direccid, la inércia fa que 'armadura muntada sobre la
ballesta quedi enrere en relacié a les bobines. Aixd altera
} el camp magnétic i el microprocessador en rep un senyal. [

P oo oo Ny MOl |
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