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22

Camps electrics i magnétics depenents del tempsiaipns de Maxwell.
Induccié electromagnetica. Induccié mutua

22.1 Introduccio

Les equacions de Maxwell es poden escriure cononjuct de quatre
equacions diferencials:

oE=~

80
DXE:—a_B

ot

Om® =0
cnxg=2E,1
80

Les forces que actuen sobre una carrega electfjoa @s mou a velocitat
depenen dels valors del camp eléctric i del camgntgc en el punt on es troba la
carrega. La forca es pot escriure com:

F=q(E+vxB)

aquesta llei rep el nom de llei de Lorentz.

Les equacions de Maxwell contenen la llei de coesed de la carrega
eléctrica, Si sobre la quarta equacié de Maxwelhpm la divergéencia obtenim:

_O0E 0§
ot &

doncs la divergéncia de la rotacional de qualseawip vectorial és zero. Utilitzant la
primera equacio de Maxwell obtenim:

op
“£+00g=0
o 10U

I'expressié que correspon a la conservacio local dertagaeléctrica. Aquesta
expressio ens diu que si considerem un diferencial devally la quantitat de carrega
gue desapareix d’aquest volum per unitat de temps es alediux equivalent de
carrega a través de la superficie del dV.
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22.2 Equacions de Maxwell en termes del potencial eléctric i el poteal vectorial.
Solucions de les equacions de Maxwell.

Per a poder escriure el camp electric i el camp magneticreadele la densitat
de carrega i del vector densitat de corrent el primer gqaenfas escriure les equacions
de Maxwell d’'una manera formalment mes senzilla.

Comencem amb la tercera equacio. El fet que la divergdat@mmp magnetic
sigui sempre zero permet escriure el camp magnéticraagate la rotacional d'un
camp vectorial anomenat vector potenéiale la forma:

B=0OxA

Sabem que aquesta solucid no és Unica perque si considéereA + 0y (ony és un
camp escalar arbitrar’ també verifica I'equacié anterior.

Si considerem ara la segona equacio de Maxwell i utilitBewriI x A , tot
tenint en compte que podem invertit 'ordre de les derivadesagh, obtenim:

I:IX(E+6—A] =0
ot

Com que la rotacional d& +0A /ot és zero aixo implica que ho podem escriure com el
gradient d'un escalar que anomenem potencial electric:

0A
E+=-0
o 7

Fixem-nos que si res depengués del temps recuperexs electrostatica en que el
camp eléctric es pot escriure en termes del gradient delqgmteléctric. Escrivim
doncs:

0A
E=-O¢p-—
ot
Ja em solucionat dos equacions de Maxwell en termesatie duncions: una funcio
potencial eléectric i tres funcions corresponents a cadaauwenp espacial del potencial
vectorial.

El que farem ara és utilitzar dues equacions de Maxwellrgigueden per a poder
escriure les funcions potencial en termes de la densitardeti la densitat de
carrega. Substituim I'expressié del camp electric a la priegacio de Maxwell i
obtenim:

_D2¢—i[| m = ﬁ
ot &

Finalment, substituint a la quarta equacié de Maxwell obtindrem:

2
c’Ox(0O ><A)+%D(p—a A

J
o &
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Utilitzant la identitatd x(OxA) =0(0 & ) - O%A obtindrem:

i
cO(0m)-ci0a + 2 0p-2 A=)
ot o &,

Com que tenim llibertat per a escollir la divergenci@dedem simplificar aquesta
expressio escrivint:

_10¢

O =-S5
c- ot

Si ara escrivim les expressions pel potencial electric i edlpgmtencial vector obtenim
dues equacions separades:

1°¢__p
|:|2 - T =1
e &,
mea- LA __

Les solucions de les equacions anteriors es poden esmre

,0(21t - rlZ/C)
oLt)= | ————*aV,
-[ ATE,r, 2

_ri(2t-ry/c)
A@U—Ljﬁﬁi:dw

A partir dels potencials es pot aleshores calcular el camipieiegl camp magnetic:

_0A

E:_D§0 E

B=0OxA
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22.3 Fisica de la Induccio

L'any 1840, Faraday va descobrir que era possible obteitaitges de dues maneres
diferents:

1. Movent el circuit en un camp magneétic

X X X X X X X X X

(- A
N
X X X X X
B
X X X X X
L
X X X X X
X || X X X X
Y

o
X X X X X X X X X

Copynght © Addizon Wesley Longman, Inc

2. Variant el flux de camp magnétic que travessa el circuit.

i

(c) *’
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Anem a veure com deduir aquests resultats a partir dguesiens de Maxwell i de la
llei de Lorentz.

22.3.1 Induccio mitjancant la variacié de flux magetic que travessa un circuit

Considerem primer un circuit eléctric estacionari en el queedueix una variacio en
el flux de camp magnetic que travessa aquest circuit. Goasidla segona equacié de
Maxwell i utilitzant el teorema de Stockes I'escrivim en formagrake

0B
chFEI]bIs= —J‘SEEhda

on I es gqualsevol corba tancada i S és qualsevol superficieitddinper la corba.

Queda clar qué” és una corba fixa i S és una superficie fixa. En agq@sspodem
escriure:

$ Euus=-3j Brhda=-22

r ot’s ot

Per tant escrivim la femcom:

Change 1n B

\ B
(increasing)

—

—»

inducec_l

Copynght © Addison Wesley Longman, Inc
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22.3.2 Induccio mitjancant el moviment del circuiten un camp magneétic

La forgca electromotriu és la forca per unitat de cariegggrada al llarg d’'un
circuit, i per tant és equivalent al treball total necessari peansgortar la unitat de
carrega al llarg del circuit.

Considerem un circuit en el que hi ha una part fixa emdode U i una part
mobil en forma de barra que es desplaca a velocitat ws8apque el circuit es troba
immers en un camp magnétic constant perpendicular al cifdeghores sobre la barra
actua una forca vB sobre la unitat de carrega. Si la té&awaa longitud | aleshores:

p= gz 2(WLB) _ 9
ot ot

Per tant veiem que en aquest cas particular sembla apliadleieque em deduit
directament de la segona equacioé de Maxwell. De fettedgmoostrar en general que
guan un circuit té parts mobils en un camp magnétic fiera es pot escriure com la
derivada del flux, independentment de la forma del circuit.

Concloem doncs que la fem es pot calcular sempretiagela variacio del flux
de camp magnetic a traves del circuit, independentmentaeaiiacio es produeix pel
moviment dels conductors o per la variacié del camp nm@gaéeper tots dos motius
alhora.

X X X X X p 4 X X
s )
r 4 X E X X
—_—
B
X X X . 4
X X X X
X X IX X
—>
_ D
5 X 5 4 4 X j 4 X b4

Capyright © Addiscn Wesley Longman, Inc.
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Els generadors de corrent continu i de corrent altern (disamlternadors) es basen en
aquest principis:

DINAMO

(a) (b)

Copyright £ Addison Wesley Lorgman, Inc.

ALTERNADOR:

(b)

Copynght £ Addison Weslay Longman, Inc.
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22.4 Inductancia Mutua i Autoinductancia

22.4.1 Inductancia Mutua

Suposem dos solenoides 1 i 2 muntats un damunt de deliengituds diferents
L, i Lo i amb un nombre d'espires diferent NN,. Suposarem que la seccio dels
solenoides és S. Per tal de poder calcular la inducciéadhgbina sobre ['altre
suposarem que els corrents no varien massa rapidamérgl temps , de manera que el
camp magnetic es pugui escriure mitjancant I'expressié gamest a un corrent
estacionari; el camp magnetic dins del solenoide 1 es pschiare doncs:

La forca electromotriu que genera la variacio d’aquest caagnetic al solenoide 2 es
podra escriure com:

0 1

Veiem que la fem en el solenoide 2 és proporcional a laciardel corrent en el
solenoide 1. Aquesta constant de proporcionalitat, que éEab#&nt un factor
geometric, s'Tanomena inductancia muatua i I'escriurem com per tant:

di
&= M 21_l

dt

Anem a demostrar ara queM Mj».

Teorema de Neumann

Suposem que volem calcular la inductancia matua entreicosts arbitraris 1 1 2. la
fem en el circuit 1 es pot escriure com:

d
g = “ (1)B [hda

Si escrivim el camp magnétic en termes del vector potentah iis del teorema de
Stockes podem escriure:

d

_d
n (l)(EIXA)IIjlda— a3f>(l)A @6,

&=

El vector potencial es pot escriure facilment en termes aeternts electrics en el
circuit 2:

1 ' 1 I
A= gyt g L
4rE,Cco YA, 4reLc” ' @r,
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Substituint obtenim:

__ 1 ds, [ds di,
4T e fube, r, dt

Definint M1> com:

__1 ds, Lels
M2 = e, bude, M

obtenim finalment:
dl,

&E=-M., —=
1 12 dt
i evidentment M>=M»;

22.4.2 Autoinductancia

Si considerem un unic solenoide en el que el corrent vandé varia el propi flux de
camp magnetic que crea el propi solenoide, i aquesta van@mouira el que
anomenem una autoinductancia o fem. Aquesta fem sguarpi@nal a la variacio del
corrent del propi solenoide:

El signe menys significa que aquesta fem s’oposa al demsorrent

Podem calcular L facilment. El flux de camp magnetic en lensae es pot escriure
com:

2
o= NBS= 12 N’S
EC L
per tant per a un solenoide:
2
L= 12 N°S
&C™ L

22.4.3 Circuits Acoblats

Si tenim dos circuits 1 i 2 en els que existeix una inductangiaanM tindrem que

&= —Ll%i M d,
dt dt

&= ‘Lz%i M d,
dt dt
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El signe depén de si la fem induida esta en la mateixa idiree® que la intensitat de
corrent que circula per cada circuit.

[

+

Copyright € Addison Wesley Longman, Inc

Podem calcula I'energia associada a aquests corrents.nCemealculant la poténcia
desenvolupada per les fems induides:

di di di di
P=€1Il+€2I2=(_le_tl_Md_tz)ll-'-(_de_tz_Md_t1]I 2
d(l1,l
P=—L1—dllll— —dIZIZ—M—( )

dt Z dt dt

L’energia emmagatzemada (que correspon al treball quétressdaem de fer contra la
fem) sera doncs:

1 1
E=EL1|12+§L2I§+MI1I2

Aquesta expressi6 es pot transformar de la segi@mnéra:

2
1 M 1 M 2
E=§L1(|1+E|2] +E(L2—TiJ|é

Com per a qualsevol corrent I'energia ha de setipass’haura de verificar:
LL,>M?  M<LL,

Normalment s’escriu:
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M =k LL,

on k s’anomena coeficient d’acoblament.

Si tenim dues inductancies en serie entre les xjgex una certa inductancia mutua M
aleshores la inductancia total s’haura d’escriora:c

L =L +L,+M
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